Erinnerung: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

</1> Proposition: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist blocktrigonalisierbar, das heisst, es existiert eine geordnete Basis B von V/,

so dass die Darstellungsmatrix g[f]p eine Blockdreiecksmatrix der Formist fiir eine Zerlegung
(é{ Ky U
o %

n =ni + ng mit ny,ny = 1.

(b) Es existiert ein f-invarianter Unterraum {0} # U & V.

(c) Das charakteristische Polynom char;(X) ist reduzibel in K[X].
e Ty

Definition: Die Begleitmatriz eines normierten Polynoms

O(X) = X" +a, 1 X"+ +a X +a

ist die folgende n x n-Matrix:

—a,, 1 0 ... 0
Lot O

: : o1
—Q 0 ... ... 0

(’2,_) Proposition: Die Begleitmatrix von ¢ hat das charakteristische und das Minimalpolynom ¢.




( 3) Proposition: Ist das charakteristische Polynom char;(X) irreduzibel in K[X], so existiert eine geordnete

-_—
Basis B von V/, so dass die Darstellungsmatrix g[f]s die Begleitmatrix von char;(X) ist. Diese findet man
mit einem expliziten Algorithmus.
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Satz: Es existiert eine geordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix g[f]|p die Blockdreiecks-

= Lo
= oy = T

gestalt
o

hat, wobei jedes A; die Begleitmatrix e‘gnes irreduziblen Faktors von char;(X) ist. Dabei sind die A; bis

auf Vertauschung durch f eindeutig bestimmt.
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Bemerkung: Im Fall K = R hat dann jeder Block die Grésse 1 oder 2; siehe §7.5.
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Satz: Das Minimalpolynom von f hat dieselben irreduziblen Faktoren und dieselben Nullstellen wie das
charakteristische Polynom von f — L‘/_/ v/
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9.4 Hauptraumzerlegung

Lemma: Seien ¢(X), ¥(X) € K[X] teilerfremd mit (¢v)(f) = 0. Dann gilt

V = Kem(p(f)) & Kem(4(f)),

und beide‘_SEElmanden sind f-invariant. B
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Schreibe nun
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mit verschiedenen normierten irreduziblen p;(X) € K[X] und Exponenten m; > 1.

Definition: Fiir jedes i heisst der Unterraum

) Hau,, (f) := Kern(pi(f)m‘i)’{

der Hauptraum oder verallgemeinerte Eigenraum von f zum irreduziblen Faktor p;(X).

Bemerkung: Fiir jeden Eigenwert A von f gilt Eig,(f) C Haux_»(f). = M. (U( ,\JH((//
1] &%

e (xet) = b (62)(e)

Satz: Jeder Hauptraum ist f-invariant, und die Einschrankung f |Haupi( ) hat das charakteristische Polynom
pi(X)™. Ausserdem gilt

—_

e & - Cg/”/”g"/'{v/’ ) lb"‘ﬁqr) — [{Ef]@:

B 14 g;,,,..7{5,-41[ tie Dos, o H"‘HPL.(p/ 'g»"cj—:l‘g~ ¢




Ree. . Tcimne (- Weate loon v g @::péﬂ(/tyr:\w p:J_
foted 44
2 PvsLey = (ee)¢/o

= V= Ve (@l?]) @ e ((¢)
2 b
= L v

L
Hnﬁpc(f/ ¢y
Li @' sy ot Pl e ﬂ‘“a(q(ﬂ/ }:ﬂ deﬁ BRAS

A 4 VNI

/

/ “
v T~ - -~ ﬁ/m-q(q/(///

a
Vpeule] bood p[cp’ = p 2 e, D Pl fl%(?(f//
Plt)|u Qlp) =0 =0 Fes HOE P
= ple.
Bty plel= = ply



Beispiel: Die reelle Matrix
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9.5 Jordansche Normalform

Definition: Fiir jedes & > 1 heisst eine k x k-Matrix der Form

A1 0 ...0
0 e
L 0
: 1
0 ... 0 A

ein Jordanblock der Grésse k zum Figenwert \.

Satz: (Jordansche Normalform) Ist f trigonalisierbar, so existiert eine geordnete Basis B von V, so dass

die Darstellungsmatrix p[f] eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblocken auf der Blockdiagonalen ist.
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Zusatz: Dabei gilt weiter: & AL Z .

(a) Fiir jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblocke der Grosse k zum Eigenwert A gleich

2 dim Kern((f -\ idv)k) — dim Kern((f -\ idv)kfl) — dim Kern((f -\ idv)k“).

(b) Die Diagonalblocke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.

(c) Die Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A ist die Dimension des Eigenraums Eig, (f).
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