
Erinnerung: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V .

Proposition: Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist blocktrigonalisierbar, das heisst, es existiert eine geordnete Basis B von V ,

so dass die Darstellungsmatrix B[f ]B eine Blockdreiecksmatrix der Form
�
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⇥

ist für eine Zerlegung

n = n1 + n2 mit n1, n2 > 1.

(b) Es existiert ein f -invarianter Unterraum {0} 6= U $ V .

(c) Das charakteristische Polynom charf (X) ist reduzibel in K[X].

Definition: Die Begleitmatrix eines normierten Polynoms

'(X) = Xn + an⇥1X
n⇥1 + . . .+ a1X + a0

ist die folgende n� n-Matrix:
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Proposition: Die Begleitmatrix von ' hat das charakteristische und das Minimalpolynom '.



Proposition: Ist das charakteristische Polynom charf (X) irreduzibel in K[X], so existiert eine geordnete

Basis B von V , so dass die Darstellungsmatrix B[f ]B die Begleitmatrix von charf (X) ist. Diese findet man

mit einem expliziten Algorithmus.



Satz: Es existiert eine geordnete Basis B von V , so dass die Darstellungsmatrix B[f ]B die Blockdreiecks-

gestalt
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hat, wobei jedes Ai die Begleitmatrix eines irreduziblen Faktors von charf (X) ist. Dabei sind die Ai bis

auf Vertauschung durch f eindeutig bestimmt.



Bemerkung: Im Fall K = R hat dann jeder Block die Grösse 1 oder 2; siehe §7.5.

Satz: Das Minimalpolynom von f hat dieselben irreduziblen Faktoren und dieselben Nullstellen wie das

charakteristische Polynom von f .



9.4 Hauptraumzerlegung

Lemma: Seien '(X),  (X) 2 K[X] teilerfremd mit (' )(f) = 0. Dann gilt

V = Kern('(f))⌅Kern( (f)),

und beide Summanden sind f -invariant.



Schreibe nun

charf (X) =
rY

i=1

pi(X)mi

mit verschiedenen normierten irreduziblen pi(X) 2 K[X] und Exponenten mi > 1.

Definition: Für jedes i heisst der Unterraum

Haupi(f) := Kern(pi(f)
mi)

der Hauptraum oder verallgemeinerte Eigenraum von f zum irreduziblen Faktor pi(X).

Bemerkung: Für jeden Eigenwert � von f gilt Eig�(f) ⇧ HauX⇥�(f).

Satz: Jeder Hauptraum ist f -invariant, und die Einschränkung f |Haupi (f)
hat das charakteristische Polynom

pi(X)mi . Ausserdem gilt

V =
rM

i=1

Haupi(f).





Beispiel: Die reelle Matrix
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hat charakteristisches Polynom (X ⇥ 0)2(X ⇥ 1)2 und die Haupträume

HauX⇥0(LA) =
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9.5 Jordansche Normalform

Definition: Für jedes k > 1 heisst eine k � k-Matrix der Form

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

� 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 . . . . . . 0 �

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

ein Jordanblock der Grösse k zum Eigenwert �.

Satz: (Jordansche Normalform) Ist f trigonalisierbar, so existiert eine geordnete Basis B von V , so dass

die Darstellungsmatrix B[f ]B eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblöcken auf der Blockdiagonalen ist.



Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Für jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblöcke der Grösse k zum Eigenwert � gleich
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(b) Die Diagonalblöcke sind bis auf Vertauschung unabhängig von B.

(c) Die Anzahl der Jordanblöcke zum Eigenwert � ist die Dimension des Eigenraums Eig�(f).


